2014 IEEE 22nd Signal Processing and Communications Applications Conference (SIU 2014)

LDPC KODLARININ COZUMU iCiN UYARLANABILIR DOGRUSAL
PROGRAMLAMA

ADAPTIVE LINEAR PROGRAMMING FOR DECODING LDPC CODES

Abdullah Sariduman', Ali Emre Pusane! ve Z. Caner Tagkin®
! Elektrik-Elektronik Miihendisligi Boliimii, Bogazici Universitesi
2 Endiistri Miihendisligi Boliimii, Bogazi¢i Universitesi
{abdullah.sariduman, ali.pusane, caner.taskin} @boun.edu.tr

Ozetce —Diisiik-yogunluklu eslik-denetim  kodlarin
(LDPC) c¢oziimiinde kullamlan dogrusal programlama
(LP) algoritmas1 gecerli bir kod sozciigii veya kesirli
sayl iceren bir sozde kod sozciigii iiretir. Sozde kod
sozciiklerini dogrusal programlama icin gecersiz bir ¢6ziim
haline getirebilmek ve kod coziiciiniin hata basarimim
artirabilmek icin artik eslik denetim denklemleri iiretilip
probleme eklenebilir. Bu ¢calismada, tam say1 programlama
eniyileme yontemi kullamlarak soézde kod sozciiklerini
eleyebilen artik eslik denetim denklemleri aranmistir.
Uretilen artik eslik denetim denklemleri yardimyla
uyarlanabilir dogrusal programlamanin basariminin
en yiiksek olabilirlikli kod c¢oziiciilerinin basarimma
yakinsayabildigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler—diisiik-yogunluklu eslik-denetim
kodlary; dogrusal programlama; uyarlanabilir kod ¢ozme.

Abstract—When linear programming is used to decode
low-density parity-check (LDPC) codes, the outcome
is a codeword or a pseudocodeword that contains
fractional symbol values. It is possible to make
pseudocodewords infeasible and increase the performance
of linear programming decoders by generating redundant
parity check equations. In this paper, redundant parity
check equations that can eliminate pseudocodewords are
searched using an integer programming based optimization
approach. We show that the generated parity check
equations increase the performance of the adaptive linear
programming decoder and that its performance can
converge that of a maximum-likelihood decoder.

Keywords—low-density  parity-check linear

programming; adaptive decoding.
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I. GIRrIS

LDPC kodlama 1962 yilinda Gallager tarafindan
geligtirilmigtir [1]. Yiiksek hata basarimlar1 sayesinde
giiniimiiziin popiiler kodlarindan biri olmugtur. LDPC
kodlarin ¢o6ziimiinde literatiirde yaygin olarak kam
yayilimi algoritmasi kullanmaktadir [2]. Kam yayilimi
algoritmasinda, mesajlar, LDPC kodu gosteren iki
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bolmeli bir c¢izge iizerinde diigimler arasinda
kargilikli  yinelenerek gonderilir. Kod ¢izgelerinin
icerdikleri cevrimler nedeniyle bu tarz kod c¢oziiciilerin
davraniglari1 incelemek zordur. Ayrica, en yiiksek
olabilirlikli (ML) o6zelligine de sahip degildirler. Jon
Feldman, 2005 yilinda ML o6zelliine sahip alternatif
bir kod ¢oziicti onermistir. Dogrusal programlama (LP)
kod ¢oziiciisii olarak adlandirilan bu kod ¢oziicii kod
¢ozme islemini sonlandirdiginda bir ML kod sézciigi
veya tam sayl olmayan bir sozde kod sozciigii tiretir

[3].

Mesaj gecirme ve dogrusal programlama kod
¢oziiclilerinin arasinda bazi temel farkliliklar vardir.
Bunlardan en 6nemlisi artik eglik denetim denklemlerine
verdikleri degisik tepkilerdir. Mevcut eslik denetim
denklemlerinin dogrusal bir kombinasyonu olarak
iretilecek artik eslik denetim denklemleri LP
kod c¢oziictisiiniin  hata bagarimmi  kotii  yonde
etkileyemezken, mesaj gecirme tabanli kod c¢oziicii
kullanimi1 durumunda ele alinan ¢izgenin cevrim
yapist etkilendiginden hata bagarimimin diismesi s6z
konusu olabilecektir. Bu nedenle artik eglik denetim
denklemlerinin iiretilip kullanilmas1 LP kod ¢6ziiciiniin
hata bagarimimi yiikseltmek igin olasi bir ¢oziimdiir.
Bu amacla uyarlanabilir dogrusal programlama (ALP)
kod c¢oziiciisii tamimlanabilir. ALP kod c¢oziiciilerinin
calisma ilkesi, LP kod c¢oziiciistiniin buldugu gegersiz
¢Oziimii olursuz bir ¢oziim haline getirebilen artik
eslik denetim denklemlerinin bulunmasina ve LP kod
cozciisiiniin eklenen artik eslik denetim denklemleriyle
birlikte yeni bir sonu¢ bulmasina dayanmaktadir.

Standart LP kod coziiciistine gore daha az karmasiklik
iceren ve artik eglik denetim denklemleri kullanarak

standart LP kod coziiciisine gore daha bagarili
olan bir ALP kod c¢oziiciisit [4] c¢alismasinda
tasarlamigtir. Cizge icerisinde c¢evrim olusturabilen

kesirli denetim diiglimlerini toplayarak artik eslik
denetim  denklemlerini elde etmeyi amaglayan
bu calisgmada ¢evrim olugturabilen kesirli denetim
diiglimleri rastgele bir yontem ile aranmig ve bu islem
sonunda elde edilen artik eslik denetim esitliginin en
son bulunan ¢oziimii olursuz ¢6ziim hale getirebilecegi
garantisi verilememigtir. 2012 yilinda, aym yazarlar
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tarafindan, bulunan kesirli sonucu olursuz ¢6ziim haline
getirebilecek artik eslik denetim denklemlerinin bazi
kosullar1 saglamasi gerektigi gosterilmis ve buna dayali
olarak tasarlanan ALP kod ¢6ziiciiniin yiiksek basarima
sahip olacagi gosterilmistir [5]. Ayirma algoritmasi
ve eglik denetim matrisi {izerinde temel satir-siitiin
islemleri yaparak standart LP kod coziiciilerin hata
bagarimlarimi gelistiren bir teknik ise [6] calismasinda
onerilmisgtir.

Bu caligmamizda, [4] ve [5] calismalarinda ele alinan
rastgele artik eslik denetim denklemlerini olugturma
agsamalar1 ele alinmig ve tam sayr programlama
eniyileme yontemi kullanilarak gelistirilmistir. ALP kod
coziiciiniin artik eglik denetim denklemleri sayesinde
ML kod coziiciilerin hata basarimina yaklagabilecegi
gosterilmigtir. Diger caligmalarin aksine, hicbir bulugsal
yontem kullanilmadan artik eslik denetim denklemleri
olusturulmug ve sadece aktif olan ¢6ziimii olursuz ¢éziim
haline getiren kisit eklenmistir. Tam say1 programlama
kullanildig1 icin zaman bagarimi olarak diger ALP
coziiciilerin gerisinde kalmasina ragmen, aktif ¢oziimii
olursuz ¢oziim haline getirebilecek kisitin (eger boyle
bir kisit varsa) bulunmasi garantiye alinmugtir.

Bildirinin geri kalam su sekilde diizenlenmistir: B6lim
2’de LDPC kodlara ait tanimlamalar verilmis ve kod
¢oziiciileri anlatilmigtir. Boliim 3’te uyarlanabilir kod
coOziiclistinden so6z edilmis ve artik eslik denetim
esitligi arayan tam say1 programlama modeli verilmisgtir.
Boliim 4’de sayisal sonuglar gosterilmis ve Boliim 5°de
sonuclar ve gerceklestirilebilecek gelecek ¢alismalardan
bahsedilmigtir.

II. DOGRUSAL PROGRAMLAMA ILE KOD COZME

(n,k) boyutlu LDPC kodu ¢, n bit digimii ve
m = n — k denetim dugiimiinden olugmaktadir.
Bit dugiimleri c¢oziilecek kod sozciigiine, denetim
diigiimleri ise eslik denetim matrisinin olusturdugu eslik
denetim denklemlerine karsilik gelmektedir. Bir denetim
diigimiinde bagh olan bit diigiimii onun komgusu olarak
adlandirilir ve bu tanimin tersi de gecerlidir.

Bir LDPC kodu i¢in ML kod ¢oziiciisii, gelen r vektorii
icin

ey
2

biciminde ifade edilebilir. Burada kullanilacak amag
fonksiyonun katsayilari

enazla p7'x
kisitlar: x € ¢

PT(T‘,,L’E@:O) )

pi = log( oz =n )

ile verilir.

¢ koduna ait olan kod sozciiklerinin digbiikey zarfi kod
sozciigi politopunu olugturur. Kod sozciigii politopu

poly(Q) =D Ay Ay =0,) Ay =13 (4

ye( ye(
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biciminde ifade edilebilir. Kod sozciigii politopunun
kose noktalarinin ¢ koduna ait olan biitin kod
sozciiklerini  olusturmasi1 dogrusal programlamanin
kullanilabilmesini saglar. Dogrusal programlamanin
bulacagi eniyi ¢oziim, kod sozctigii politopunun bir
kose noktasim verecektir [7]. Bundan dolayi, dogrusal
programlama ile ML kod ¢oziiciisii tanimlanabilir. Kod
sozcligi politopundaki her bir noktayr g vektorii ile
gosterirsek, vektoriin bilesenleri g; = Ey Ayy; ile ifade
edilebilir. Dogrusal programlama eniyileme yontemli ile
kod sozciigii politopunu kullanilarak ML kod sodzciigii

n
enazla Z Widi

i=1

kisitlar: g € poly(Q)

&)
6)

ile bulunabilir. Bu dogrusal programlama modelinin
en biiyllk sorunu kod sodzctigi sayisinin pratikte
kullanilan kodlar i¢in genellikle ¢ok yiiksek sayilarda
olmasidir. Kod sozciigii politopunu dogrusal kisitlar
ile ifade etmek kisit sayisinin ¢ok fazla olmasi
sebebiyle genellikle miimkiin olmamaktadir. Alternatif
bir ¢oziim yolu olarak Feldman gevsetilmis bir politop
onermistir [3]. Her bir denetim diigiimii igin yerel
kod sozciiklerinin digbiikey zarfi olan yerel bir politop
olusturabilir. LDPC kodlarin tanimindan dolay: yerel
kod sozciiklerinin boyutu kiiciik ve sayisi az olacaktir.
Bunun neticesi olarak ise yerel politoplar1 az sayidaki
dogrusal kisitlarla gostermek miimkiindiir. Feldman,
yerel politoplarin kesigimi ile temel politop ismini
verdigi bir politop iiretmigtir. Kod sozciikleri yerel kod
sozciiklerinin kesisiminde bulundugu icin elde edilen
temel politop kod sozciiklerinin tamamini kapsayacaktir.
Bir denetim dugtimii icin olusturulacak politop, yerel
kod sozciiklerin digbiikey zarfi, yerel kod sozciigii
olugturmayan tek agirlikli vektorleri yasaklayarak da
olusturulabilir. Yasaklanan bu vektorler

d o= )

x; €S z; €(N(c;)\S)

x; < |S]—1 VS C N(c;),|S|tek

(N
bi¢ciminde tamimlanmistir. Burada S, bir denetim
diigiimiine ait olan tek agirlikli tiim vektorlerin
olugturdugu kiimeyi, N(.) operatorii ise verilen bir
diigiimiin komgularin1 iceren kiimeyi gostermektedir.
Uc komsulu bir denetim diigiimii icin elde edilecek
politop Sekil 1’de verilmigtir. Temel politop, kod
sozciiklerinin digbiikey zarfi olan politopu da kapsayan
gevsetilmig bir politopdur. Temel politopun koseleri
kod sozciiklerini igerdigi gibi kesirli sayilar iceren
sozde kod sozciiklerini de igerir. Bu nedenle, temel
politopu kullanarak modellenen dogrusal programlama,
eniyi ¢Oziim olarak tam sayilar iceren bir sonug
buldugu zaman sonu¢ ML kod ¢6ziiciisii ile ayn1 sonucu
vermektedir. Diger yandan, eger sonug kesirli bir say1
icerirse LP kod c¢oziiciisti hatali bir sonuca (sdzde kod
sozcligii) ulagtigin1 kabul eder. Sonu¢ olarak, temel
politopu kullanan LP kod c¢oziiciisii, ML kod cozciisii
bagarimina sahip degildir, fakat ML ozelligine sahiptir.
Sadece temel politopu kullanan LP kod c¢oziiciisiiniin
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Sekil 1: Yerel politop 6rnegi.

pratikte uygulanabilirligi oldugu icin bu kod coziiciisiine
standart LP kod ¢oziiciisii denmektedir.

III. UYARLANABILIR DOGRUSAL PROGRAMLAMA

ILE KOD COZME

Standart LP kod c¢oziicii kesirli bir ¢oziim buldugu
zaman, bu ¢oziimii olursuz ¢oziim haline getirebilecek
bir kisit aranabilir. Kesirli ¢oziimleri eleyerek standart
LP kod ¢oziiciistiniin hata basarimi artirilabilir ve ML
kod c¢ozciilerin hata basarimina yakinsanabilir.

LDPC kodlarin dogrusal bir kod tiirii olmasindan dolay1
denetim diigtimlerinin toplanmasi ile olusturulan yeni
bir denetim diigiimii, biitiin kod sozciikleri tarafindan
saglanacaktir. Diger yandan, bu denetim dii§iimiiniin
olugturdugu yerel politop standart LP kod ¢oziiciistiniin
bulmusg oldugu kesirli ¢oziimii icermeyebilir (sozde kod
sozciikleri bu yeni eslik denetim denklemini saglamak
zorunda degillerdir). Bu durumda, elde edilen denetim
digiimii, ¢oziimii olursuz hale getirebilecek bir kisit
icermektedir. Yerel politopu olusturan ve (7) ile ifade

edilen kisit
Z (1 —x;)+ Z

z,€S z;€(N(cj)\S)

gj(x) = r; > 1 (®)

biciminde de ifade edilebilir. Eger herhangi bir tek kiime
icin (8) saglanmiyorsa, bu denklem, aktif olan ¢oziimii
olursuz ¢oziim haline getirecektir. Diger bir ifade ile,
gj(z) degeri I'in altinda oldugu zaman aranan kisit
bulunmus olacaktir.

Onerme 1: Herhangi bir denetim diigiimii igin g(z)
degerinin alabilecegi en kiiciik degerin bir alt sinir1
kolaylikla bulunabilir. Tlgili denetim diigiimiiniin
komsulugundaki 0.5 degerinden biiyiikk olan biitiin
bit diigiimleri, S kiimesine ait oldugunda ve 0.5
degerinden kiiciik olan biitiin bit diigiimleri S kiimesine
ait olmadiginda bir alt sinir bulunmug olur. Eger elde
edilen S kiimesi tek ise bulunan sonu¢ g(z)’in en
kiigiik degeridir.

Ispat 1: z; bit diigiimiiniin deZeri 0.5’den biiyiik oldugu
zaman 1 — x; degeri x; degerinden kiiciik olacaktir. Bu
durumda g(x) degerinin enazlanmasi icin (8)’e gore x;
bit diiglimiiniin .S kiimesine ait olmasi gerekmektedir.
x; bit diugtimiiniin degeri 0.5°den kiiciik oldugunda
ise x; degeri 1 — z; degerinden kiiciik olacaktir. Bu
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sartlar altinda da g(z) degerinin enazlanmasi igin x;
bit diigtimiiniin N (c;)\ S kiimesine ait olmasi gerektigi
goziikmektedir.

Onerme 1 herhangi bir denetim diigiimiiniin
alt smirmin  sadece denetim diiglimiinin  komgu
oldugu bit diigiimlerinin degerlerinin bilinmesi ile
bulunabilecegini  gdstermektedir. Bunun Otesinde,
denetim diigtimiiniin komgusu olan ve degeri 0.5’den
biiyiik olan bit diigiimlerinin sayis1 tek ise bu alt sinirin
g(x)’in alabilecegi en kiiciik degere esit olacagim
gostermektedir. Boylelikle, alt smir 1°den kiiciik olan
ve alt sinirla ilgili olan S kiimesini tek sayili elemanli
olan bir denetim diigiimii aktif olan kesirli ¢oziimii
olursuz hale getirecektir. Bunlar g6z Oniine alinarak,
gj(z) degerini enazlayarak en kiiciik g;(x) degeri 1’den
kiiciik olan bir ¢; denetim diigiimii arayan bir eniyileme
modeli gelistirilmistir. Gelistirilen tam say1 eniyileme
modeli kiiciik bir ©6rnek kullanilarak agiklanabilir.
Oncelikle, standart LP kod ¢oziiciisiiniin eniyi ¢oziim
olarak kesirli degerlere sahip

x=[09 1 0.12 0 0.60] ©9)

vektoriinii buldugunu varsayalim. Onerme 1 1s131nda her
bir bit diigtimiiniin, z;, g(x) fonksiyonun alt sinir1 igin
yaptig1 katkiy1

5 =05—|(z;—05), i=12,.. (10)

,n

ile bulabiliriz. Burada, z; 0.5 degerinden biiyiik
oldugunda z; = 1 — x; ve 0.5 degerinden Kkiigiik
oldugunda ise #; = x; olmasim saglar. Bu durumda
drnegimiz igin X,

x=1[01 0 0.12

0 0.40] (11)

olarak elde edilir. Degeri 0.5’den biiyiikk olan bit
diigimlerinin pozisyonunu gosteren bir p vektori
asagidaki gibi tamimlanmistir:

p=[1 10 0 1] (12)
Elde edilen bu parametreler 1s1ginda tam sayi
programlama modeli asagidaki gibi gelistirilmigtir:
enazla Zwi@ (13)
i=1

ZajHj7i+wi :21’{1 = 1,2,...,77“

kasitlar:

=1

(14)
> wipi+1=2n (15)
i=1
D=2 (16)
=1
kin €Z (17)
wi, a; € {0,1} (18)

w; parametresi ¢. bit diiglimiiniin olusturulan artik
eslik denetim diigiimiiniin komsusu olup olmadigini
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Kod Stizeiig Uzunlugu = 180, ve Sembol Hata Olasii= 0.063098
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Sekil 2: Uyarlanabilir dogrusal programlama.

kontrol eder. Kisit (14) yardimiyla w;’nin <. bit
diigiimii denetim diiglimiiniin komgusu oldugu zaman
1 degerini almasi, aksi takdirde O degerini almasi
saglanmig olur. Bu durumda da amag¢ fonksiyonu w
degeri ile bit diigiimlerinin g(z) alt sinirina yaptiklari
katkinin carpilmas1 ile elde edilir. o; degeri ise j.
denetim diigiimiiniin iiretilen artik denetim diigiimiiniin
olusumunda rol alip almamasim belirler. Eger «; degeri
1 alirsa j. denetim diigiimii yeni olusturulan denetim
diigiimii icin toplamaya girecek denetim diiglimlerinden
biri oldugunu gostermektedir. Kisit (15) ile de artik
denetim diigtimiiniin alt smirmi belirleyen kiimenin
eleman sayisinin tek olmasi saglanir. Son olarak,
Kisit (16) yardimiyla en az iki denetim diigiimiiniin
toplanmasi1 saglanir.

IV. SAYISAL SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada, artik eglik denetim diigiimiinii iireten
tam sayr programlama modeli ve standart LP kod
¢oziiciisiit CPLEX 12.4 yazilimiyla ¢6ziilmiigtiir. Standart
LP kod coziiciisiiniin iirettigi sozde kod sozciiklerini
eleyen artik denetim diigiimleri, gelistirilen tam say1
programlama modeli sayesinde bulunmugtur. Standart
LP kod coziiciisii tam say1 bir sonug (gecerli bir kod
sOzciigii) bulana kadar yeni artik denetim diigtimlerinin
tiretilmesine devam edilmisgtir.

Bilgisayar benzetimlerinde (180,90) boyutlarinda bir
rastgele LDPC kodu iiretilmistir. ikili simetrik kanalda
yapilan benzetimlerde ML kod ¢oziictisii ile Onerilen
ALP kod coziiciisiiniin hata bagarimi rastgele bir kod
sozcligli icin kargilagtirllmig ve sonuclar Sekil 2’de
sunulmugtur. ML kod ¢oziiciisiiniin bulmus oldugu
eniyi ¢oziim degerine ALP kod ¢oziiciisiiniin iiretilen
artik denetim diigiimleri sayesinde belli miktarda bir
yinelemeden sonra yakinsadigi gézlenmistir.

Bir tam sayr programlama problemlerini c¢ozmek
NP-zordur. Bu yaklagimda ise gecerli bir kod sdzciigii
bulunana kadar belirsiz sayida tam sayi programlama
problemlerinin ¢oziilmesi gerekmektedir. Sekil 2’ deki
problem i¢in yaklagik 230 tane tam say1 programlama
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modeli ¢oziilmiistiir. Fakat, ama¢ ML performanina
yaklasmak oldugu icin iglemsel karmasikligi cok
diisiik olamamaktadir, ancak bu yondeki calismalar
siirmektedir. Tam sayr programlama problemleri,
dal-smnir ve dal-kesi gibi algoritmalar kullanilarak
pratikte biiyiik problemler i¢in ¢oziilebilmektedir [8].

V. SONUCLAR

ALP kod coziiciilerin hata basariminin artik denetim
diigiimleri tireterek ML kod ¢oziictilerin hata basarimina
yakinsayabildigi gosterilmigtir. Artik denetim
diiglimlerinin iiretilmesi icin bir tam say1 programlama
modeli gelistirilmistir. Gelecek calismalarda tam
say1 programlama modeli ile belirtilen problemin
eniyi olmayan algoritmalar geligtirilerek daha az
karmasiklikla bulunmasi amaclanmaktadir.

KAYNAKCA

[1] Gallager, R., “Low-density parity-check codes,” IRE Transactions

on Information Theory, cilt 8, no. 1, ss. 21-28, Ocak 1962.

McEliece, R., MacKay, D. J. C., ve Cheng, J.-F., “Turbo decoding
as an instance of Pearl’s ldquo;belief propagation rdquo;
algorithm,” IEEE Journal on Selected Areas in Communications,
cilt 16, no. 2, ss. 140-152, 1998.

Feldman, J., Wainwright, M., ve Karger, D., “Using linear
programming to decode binary linear codes,” IEEE Transactions
on Information Theory, cilt 51, no. 3, ss. 954-972, 2005.

Taghavi, M.-H. ve Siegel, P., “Adaptive methods for linear

programming decoding,” IEEE Transactions on Information
Theory, cilt 54, no. 12, ss. 5396-5410, 2008.

Zhang, X. ve Siegel, P, “Adaptive cut generation algorithm for
improved linear programming decoding of binary linear codes,”
IEEE Transactions on Information Theory, cilt 58, no. 10, ss.
6581-6594, 2012.

Tanatmis, A., Ruzika, S., Hamacher, H., Punekar, M., Kienle, F.,
ve Wehn, N., “A separation algorithm for improved LP-decoding
of linear block codes,” IEEE Transactions on Information Theory,
cilt 56, no. 7, ss. 3277-3289, 2010.

Schrijver, A., Theory of Linear and Integer Programming. New
York, NY, USA: John Wiley & Sons, Inc., 1986.

New York, NY:

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(71

[8] Wolsey, L. A., Integer Programming.

Wiley-Interscience, 1998.



