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OZETCE

Diisiik-yogunluklu  eglik-denetim  kodlarm  (LDPC)  kod
coziimiinde olusan hatalarin bagslica nedenlerinden biri yakin
kod sozciikleridir. Yiiksek isaret giiriiltii oranlart igin kod
coziimiinde hata tabamina neden olan yakin kod sozciikleri,
tuzak kiimeleri olarak adlandirimaktadir. Ozellikle kiigiik
boyutlu tuzak kiimeleri, LDPC kodlarla kodlanmus iletisim
sistemlerinde onemli sorunlara neden olmaktadir. Ayrica,
tuzak kiimeleri neredeyse biitiin egslik denetim egitliklerini
sagladiklart icin bulunmalart zordur. Bu ¢alismanmizda tam
sayt programlama eniyileme yontemi kullanilarak en kiiciik
boyutlu tuzak kiimesi aranmaktadir. Bundan bagska, en kiiciik
tuzak kiimelerinin igerisinde yer alan ve kod ¢oziiciiyii tuzak
kiimesi icerisinde salimum yaptiran en kiiciik boyuttaki bit
grubu, gelistirdigimiz algoritma ile belirlenebilmektedir.

ABSTRACT

Near codewords of low-density parity-check (LDPC) codes are
known to be one of the main reasons of errors that occur
in decoding. For high signal-to-noise ratios, these codewords
cause error floors in decoding and they are called trapping
sets. Especially, trapping sets with small size devastate the
performance of communication systems that use LDPC codes.
Unfortunately, trapping sets are difficult to find since they
satisfy almost all of the parity check equations. In this
paper, we develop an integer programming based optimization
approach to find the smallest trapping set. Moreover, we
develop an algorithm to determine the smallest bit set that
belongs to the smallest trapping set and causes an oscillation
in the decoder.

1. GIRIiS
ilk defa 1962 yilinda Gallager tarafindan gelistirilen LDPC
kodlar1, yiiksek hata basarimlar1 ve genis kullanim alanlar
sayesinde yeniden Onem kazanmis ve giiniimiiziin en
popiiler hata diizelten kodlarindan biri olmustur, [1]. Fakat,
sonlu-uzunluklu LDPC kodlarin bazi problemleri vardir.

Bu  bildirideki  caligmalar ~ Avrupa  Birligi = tarafindan
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Bu problemlerden birisi de hata tabamidir. Hata tabani,
yinelemeli kod c¢oziiciilerin yiiksek igaret giiriiltii oranlar
icin cerceve hata oram1 (FER) egrisindeki ani diizlesmedir.
Richardson, yari-analitik bir teknik ile LDPC kodlarin
hata tabanlarini hesaplamayir ve hata tabanlarina neden
olan bit hata setlerini belirlemeyi basarmig ve bu setleri
tuzak kiimesi olarak adlandirmustir, [2]. Ayrica, hata tabani
bolgesindeki basarimin biiyiik Olgiide kiiciik boyutlu tuzak
kiimeleri tarafindan belirlendigini belirtmistir. Bunun nedeni
de kiigiik boyutlu tuzak kiimelerinin, yani bit hata setlerinin,
gergeklesme olasiliginin daha yiiksek olmasidir. Ancak, bir
LDPC kodun sahip oldugu tuzak kiimelerinin boyutlarini
belirlemek NP-zordur, [3]. Ayrica tuzak kiimelerin alt kiimesi
olan baz1 0zel bit hata setleri de tuzak kiimesi gibi
davranabilmektedir. Tuzak kiimesinin sahip oldugu bu &zel bit
hata setlerinin en kiigiik boyutlu olan setinin elaman sayisina,
ilgili tuzak kiimesinin kritik sayis1 denmektedir, [4].

Calismamizda, tam sayr programlama eniyileme yontemi
kullanilarak en kiiciik boyutlu tuzak kiimesi aranmaktadir.
En kiiciik tuzak kiimesi bulunduktan sonra, bu kiimeye ait
kritik say1, gelistirilen algoritma ile kisa siire igerisinde
bulunmaktadir. Bu verilerin 1518inda, hata tabamini bilyiik
olciide belirleyen tuzak kiimesi, LDPC kod igerisinde yok
edilerek hata tabani daha kiigiik degerlere indirilebilir. [2]’de
bilgisayar benzetimleriyle calisilmis, kod ¢oziiciiniin takildig:
vektorler incelenerek tuzak kiimesi kavrami ortaya atilmustir.
Bizim c¢alismamizda ise verilen bir kod igin olasi tiim
tuzak kiimeleri arasindan en kiiciik boyutlu tuzak kiimesini
bulacak bir eniyileme yaklagimi gelistirilmistir. En kiiciik
tuzak kiimesini bulmak NP-zor oldugu i¢in bu konu hakkinda
cok az caligma vardir. Katigimsal bir algorima kullanan
[5], tuzak kiimelerinin 6zel bir durumu olan k-digari tuzak
kiimelerinin en kiiciik boyutunu bulmustur. Tuzak kiimesi
arayan diger caligmalarda genellikle kod hakkinda bazi
ozelliklerin bilindigi varsayilmistir ya da gelistirilen algoritma
biitiin tuzak kiimelerini bulamamugtir, [6], [7].

Bildirinin geri kalam su sekilde diizenlenmistir: Boliim 2’de
LDPC kodlara ait tanimlamalar verilmis ve tuzak kiimesinin
topolojik yapisindan soz edilmistir. Boliim 3’te gelistirilmis
olan tam say1 programlama modeli ve en kiiciik tuzak kiimesi
ile ona ait kritik sayiyr bulan algoritma anlatilmigtir. B6lim
4’de sayisal sonuclar gosterilmis ve Bolim 5°de sonuclar ve
planlanan gelecek caligmalar iizerinde durulmusgtur.



Sekil 1:: (8,4) LDPC kodu Tanner grafi.

2. TEMEL KAVRAMLAR

(n, k) boyutlu bir LPDC kodu, Tanner graf olarak adlandirilan
iki bolmeli bir graf iizerinde n bit digimi ve m =
n — k denetim diigiimi ile gosterilebilir. Bit diigiimleri kod
¢oziimii yapilacak olan kod sozciigiine, denetim diigiimleri
ise eslik denetim matrisinin olusturdugu esitliklere kargilik
gelmektedir. Bir bit diigiimiiniin bagli oldugu bir denetim
diigtimii onun komsusu olarak adlandirilir ve bu tanimin
tersi de gecerlidir. Bir diigiimiin derecesini bagli oldugu
komsularin sayis1 belirler. Denetim dii§iimlerinin degerlerini
(dogru veya hatali) bagli olduklari bit diigiimleri belirler. Eger
bit diigiimlerinden gelen mesajlarin toplami ¢ift ise denetim
diigtimii dogru durumundadir, tek ise denetim diigiimii hatali
durumundadir. H matrisi Tanner grafi temsil eden iki bolmeli
bitisiklik matrisidir. v = {v1,va,...,v,} vektori vHT =
0 mod (2) esitligini saglar ise gegerli bir kod sozciigiidiir.
(Bundan sonra mod (2) ifadesi kullamilmayacaktir.) Bagka
bir ifadeyle biitiin denetim diigiimleri v vektorii i¢in dogru
durumdaysa, v gecerli bir kod sozctigiidiir.

Ornek 1: (8,4) LDPC kodunun H matrisi i¢in Tanner grafi
Sekil 1’de gosterilmigtir. Bit diigtimleri e ile, denetim
diigtimleri O ile gosterilmigtir. Eglik denetim matrisi

10 01 01 1 0
H:01010101
101 01 0 10
011 0 1 0 0 1

ile verilmisgtir.

Kod sozciigiiniin ¢dziimiinde yumusak karar ya da kesin
karar (0 ya da 1 karar) kullamilabilir. Richardson, toplanir
beyaz Gauss giiriiltiili (AWGN) kanallarda, yumusak karar
kullanan kod c¢oziiciilerin kesin karar kullananlarla aymi
tuzak kiimelerine takildigini gostermistir, [2]. Bundan dolay1,
kolaylik saglamasi amaciyla tuzak kiimeleri kesin karar ile
calisan kod coziiciiler icin bulunur. Sonug¢ olarak, bu tuzak
kiimeleri yumusak karar ile calisan kod coziiler igin de
gecerlidir. Yinelemeli bir kod ¢oziiciisii olan mesaj gecirme
algoritmasinda her bir yinelemede, bit diigtimleri ile denetim
diigtimleri arasindaki karsilikli iletisim sonucunda diigtimlerin
degerleri degisir. Yineleme islemi gecerli bir kod sdzciigiine
ulagilana kadar tekrarlanir. Caligmamizda, kesin karar ile
calisan mesaj gecirme algoritmali kod c¢oziiciiler g6z Oniine
alinmigtir. Kesin karar verilirken bit evirme islemi kullanilir.
Bir bit diigiimiine denetim diigiimlerinden gelen mesajlarin
cogunlugu yanlis ise bu diigiim evrilerek diizeltilir. Gallager
B algoritmasinda, bu degisim biitiin diigiimler i¢in ayn1 anda
parelel bigimde yapilir, [1].

Sekil 2:: (5,3) tuzak kiimesi.

Richardson, tuzak kiimesini kod ¢oziiniin ¢6zemedigi hatali
bit diigiimlerinin kiimesi olarak tanitmustir, [2]. Buna gore, bir
(a,b) tuzak kiimesi a tane bit diigiimiinden ve bu diigiimlerin
komgusu olan tek dereceli b tane denetim diigiimlerinden
olusur.

Ornek 2: [8]’da verilen Tanner (155,64) kodunun Gallager B
kod ¢oziict algoritmas: ile ¢oziimiinde meydana gelen (5,3)
tuzak kiimesi ornegi Sekil 2’de verilmigtir. Bit diigiimleri e
ile, tek dereceli denetim diigiimleri M ile ve cift dereceli
denetim diigiimleri [J ile gosterilmistir. Bu tuzak kiimesindeki
biitiin denetim diigiimleri hatal1 oldugu zaman, yineleme
asamasinda her bir bit dii§imii i¢in denetim diigiimlerinden
gelen mesajlarin cogunlugu o bit diigiimiintin dogru oldugunu
sOyleyecektir. Bunun sonucunda hicbir bit diigiimiiniin degeri
tersine g¢evrilmeyecek ve kod ¢oziicii bu noktada hatalar
diizeltmeden takilacaktir.

Kod c¢oziictiniin bir tuzak kiimesi igerisinde tikanmasi icin
tuzak kiimesine ait biitlin bit diigimlerinin hatali olmasinin
gerekmedigi yakin zamanda gosterilmistir, [4]. Bir tuzak
kiimesinin kod c¢oziiciiniin takilmasina neden oldugu asgari
hatali bit diiglim sayisina tuzak kiimesinin kritik sayist
denmektedir. Tki tuzak kiimesi arasinda kritik sayis1 daha
kiiciik olan tuzak kiimesinin, daha biiyiik boyutlu olsa bile,
FER performansini daha fazla etkiledigi gosterilmistir, [4].

Ornek 3: Sekil 2’deki tuzak kiimesi igin kritik say1 2’dir.
Sag iist ve sol alt koselerdeki bit diigiimlerinin hatali olmasi
kod c¢oziiciiniin tuzak kiimesi icersinden c¢ikamamasi ve
gecerli bir kod sozcligii bulamamasi icin yeterli olacaktir.
Ik yinelemede, denetim diigiimleri biitin bit diigiimleri
evrilmesini saglayacaktir. ikinci yinelemede de aym sekilde
biitiin bit diigiimleri evrilecektir. Sonu¢ olarak, kod coziicii
baslangi¢c durumuna gelecek ve bu yineleme iglemleri sonsuza
kadar siirecektir.

3. EN KUCUK BOYUTLU TUZAK KUMESININ VE
BU TUZAK KUMESINE AiIT KRiTiK SAYININ
BULUNMASI

Dogrusal  programlama  eniyileme  kuraminin  temel
tekniklerinden biridir ve bircok farkli alanda kargilagilan
eniyileme problemlerinin modellenip ¢oziilmesi i¢in yaygin
olarak kullanilmaktadir. Dogrusal programlama ydnteminde,
oncelikle c¢oziilmesi gereken problemde yer alan her
karar noktast birer karar degiskeni olarak modellenir.
Bulunmak istenen ¢oziimiin saglamasi gereken kisitlar, karar
degiskenlerinin dogrusal birer fonksiyonu olarak ifade edilir.



Benzer sekilde, kisitlari saglayan her olurlu ¢dziimiin kalitesini
olgen, karar degiskenlerinin dogrusal bir fonksiyonu da amag
Sonksiyonu olarak tanimlanir. Genel bir dogrusal programlama
problemi asagidaki gibi ifade edilebilir:

enazla ¢F'x (D)
kisitlar: Ax =b 2)
Dx>e 3)
Fx<g (C))

x > 0. 5)

Bu sekilde bir dogrusal programlama problemi verildiginde
tim kisitlar1 saglayan ve amac fonksiyonunun miimkiin olan
en kiiciik degeri almasimi saglayan bir eniyi ¢dziim polinom
zamanda bulunabilir, [9].

Dogrusal programlama yonteminde karar degiskenlerinin
kesirli degerler alabilecegi varsayilmaktadir. Ote yandan,
ele aldigimiz problemi de igeren bazi durumlarda bu kabul
gercekei  olmamakta ve karar degigkenlerinin mutlaka
tam sayr degerleri almalari gerekmektedir. Dogrusal
programlamanin, degiskenlerin alabilecegi degerlerin tam
sayilarla siirlandirildigr sekline tam sayr programlama adi
verilir. Genel bir tam sayr programlama problemi asagidaki
gibi ifade edilebilir:

enazla ¢’ x 6)
kisitlar: Ax =b 7
Dx >e ®)
Fx<g )
xeZ". (10)

Dogrusal programlama problemlerinin polinom zamanda
cozillebilir olmasina kargin, tam sayr programlama
problemlerini ¢bzmek NP-zordur. Buna ragmen tam
sayl programlama problemleri, dal-siir ve dal-kesi gibi
algoritmalar kullanilarak pratikte oldukca biiyiikk boyutlu
problemler icin ¢oziilebilmektedir, [10].

3.1. En Kiiciik Boyutlu Tuzak Kiimesinin Bulunmasi

Sifir kod sozciigi vHT = 0 esitligini biitin H matrisleri
icin sagladigindan dolayr gecerli bir kod sozciigudiir. Sifir
kod sozctigiiniin verici tarafindan gonderildigi varsayildiginda
gelen vektordeki bit diiglimlerin 1 degerine sahip olanlarinin
hepsi hatali durumdadir. Bir tuzak kiimesinin olugmasi icin
tuzak kiimesine ait olan bit diigiimlerinin 1 degerine sahip
olmast ve her bit diigiimiiniin komsu denetim diigiimlerinin
cogunlugunun dogru durumunda olmasi gerekmektedir.
Amacimiz en kiiglik tuzak kiimesini olusturan gelen vektorii
elde etmektir. Getirece§imiz kisitlar yardimiyla, olusturulan
vektoriin 1 degeri alan bitleri bize tuzak kiimesini verecektir.
Oncelikle gelen n uzunluklu vektoriin her 4. bit degeri icin
v; karar degiskeni tanimlanir. Bu durumda, en kiigiik tuzak
kiimesini elde edebilmek i¢in amag fonksiyonu > 7, v;
olarak belirlenir. Kisitlarda ise m adet denetim diigiimii
icin ikili ¢ = {e1,¢2,...,cm} vektorii tanimlanir. Bu
vektor, denetim diigiimlerinin durumunu tutar. ¢; degiskeni
1 degerinde ise ¢. denetim diigiimii hatali, 0 degerinde ise
i. denetim diigiimii dogru durumunda olacak sekilde c;
degiskenin degeri belirlenir. Biitiin denetim diigtimleri dogru
durumunda oldugunda kod vektorii gecerli bir kod sdzciigii

olacaktir ve dolayisiyla bir tuzak kiimesi olugmayacaktir.
Bu durumu engellemek i¢in >, ¢; > 1 kisiti kullanilir.
Eger gelen vektor bir kod sozciigii ise vHT = 0 esitligi
saglanacaktir. Ancak biz, gelen vektoriin en kiigiik tuzak
kiimesini  olusturmasim1 istiyoruz. Karar degiskenlerini
vHT + ¢ = 0 esitligini saglayacak sekilde secersek gelen
vektor bir kod sozciidii olmayacaktir ¢iinkii ¢ vektoriiniin
stfir vektoriine esit olmast bir onceki kisit ile engellenmistir.
Ayrica her bit diigim i¢in komsu oldugu c;’lerin toplami,
bu digimiin toplam komgu sayisinin yarisindan az olur
ise bir diiglimiiniin komsular1 olan denetim dii§iimlerinin
cogunlugunun dogru durumunda olmasi sarti da saglanmig
olur. Bu durumu her bit diigiimii icin matematiksel olarak
cH; < 271:1 H; ; ile ifade edebiliriz. (H;, H matrisinin
4. stitununu gosterir.) Bu bilgiler 1s18inda en kiiciik tuzak
kiimesini bulan tam say1 programlama modeli asagidaki gibi
ifade edilmistir:

enazla Z vi an
i=1
kisitlar: vHT + ¢ = 2k (12)
cH <y/2 (13)
Zci >1 (14)
=1
vi :ZHM, Vi=1,2,..,n (15)
j=1

ci€{0,1}, kieZ", Yi=1,2,...m  (16)
v €{0,1}, Vi=1,2,...,n. a7

Tam say1 programlamada dogrusal olmayan mod (2) i¢in bir
diizenleme bulunmamaktadir. Bu nedenle k tam say:1 degiskeni
tanimlanmugtir. (12) esitli§inde tam say1 programlamanin k tam
sayisint esitligin sol tarafina gdre uygun bir tam sayr olarak
se¢mesi ve bu sayinin 2 ile ¢arpilmast  mod (2)’de 0 degerine
karsilik gelmektedir.

3.2. En kiiciik Tuzak Kiimesinin Kritik Sayisinin
Bulunmasi

Onceki bolimde sunulan tam sayi programlama modelinin
¢coziilmesiyle en kiiclik tuzak kiimesi bulunduktan sonra
ilgili tuzak kiimesine ait olan kritik sayi, Algoritma 1 ile
bulunur. En kiigiik tuzak kiimesine ait olan bit dugiimleri
ve denetim diigtimleri kullanilarak kritik sayiya ulagilir. Bu
algoritmada iglemleri kolaylastirmak ve hizlandirmak icin bir
tablo hazirlanmistir. Bu tablo yardimiyla ¢dziilen bir kod
sozciigliniin daha once iglenip islenmedigi kontrol edilir.
Algoritma 1°de, tuzak kiimesi icerisinde yer alan biitiin bit
gruplart sirayla iiretilmekte ve kod ¢oziicliyi tuzak kiimesi
icerisinde salinima sokan ilk bit grubu aranmaktadir. Eger bit
gruplart Hamming agirli§ina gore sirayla iiretilirse, bulunan ilk
grup en kiiciik boyuttaki bit grubu olacaktir. Kod tablosundan
okunan vektorlerin kod ¢oziimii sirasinda olusturduklar biitiin
vektorler kaydedilir. Kod tablosundan okunan vektor kod
¢coziimii sirasinda 6nceden kaydedilmis bir vektdre ulagabilirse
daha fazla igleme gerek yoktur. Ciinkii, daha &nce bu vektor
coziilmiigtiir. Diger yandan kod tablosundan okunan vektor
daha onceden kendi olusturdugu bir vektore doniigmiig ise kod
¢oziicli salimim yapmaya baglamis demektir.



Bugarn Anaizi

Sekil 3:: En kiiciik tuzak kiimelerinin tam say1 programlama
ile bulunmast i¢in gereken siire.

Algoritma 1 Verilen tuzak kiimesinin kritik sayisinin
bulunmasi

1) H matrisinin tuzak kiimesine ait olan diigtimleri iceren
alt grafi H' ve bu diigiimler icin gerceklesmesi olas biitiin
a uzunluklu ikili vektorler (sifir vektorii hari¢) Hamming
agirlifina gore sirayla iretilir.

2) Vektorlerin olusturdugu kod tablosundan siradaki ilk
vektor alinir ve sira numaras: kaydedilir.

3) Vektor sadece bir yineleme kod ¢oziimiine tabi tutulur.
4) Olusan yeni vektoriin 10’1uk diizlemdeki degerine karsilik
gelen yerde bir sira numarasinin olup olmadigina tablodan
bakilir. Sira numarast yok ise 2. asamada kaydedilen sira
numarast buraya yazilir. Sira numarasi var ise 6. agamaya
gecilir.

5) Uretilen yeni x vektorii H'x = 0 esitligini sagliyor ise
2. asamaya geri doniiliir. Saglamiyor ise 3. asamaya doniiliir.
6) 2. asamada kaydedilen sira numarasi ile 4. asamada
okunan sira numarasi ayni degil ise 2. asamaya geri doniiliir,
aynt ise kod tablosundan en son okunan vektoriin Hamming
agirhigr kritik sayiya esittir.

4. SAYISAL SONUCLAR

Permiitasyon matrisi kullanarak (2,2) tuzak kiimesi iceren
farkli boyutlarda H matrisleri elde edilmistir. Bolim 3.1’de
tarif edilen tam sayr programlama modeli, CPLEX 12.3
yazilimiyla ¢oziilerek her bir H matrisinin en kiiciikk boyutlu
tuzak kiimesi (boyutlar1 2) basariyla bulmustur. Bolim 3’te
aciklandig: tizere, tam say1 programlama probleminin ¢6ziimii
NP-zor olmakla birlikte pratikte tam sayr programlama
problemleri olukca etkin sekilde ¢oziilebilmektedir. Sekil 3’te
kod sdzcuigiiniin uzunluguna gore programin caligma siiresinin,
uygulamada goriilebilecek pratik LPDC kod uzunluklar
icin tatmin edici oldugu gosterilmistir. En kiiciik tuzak
kiimesini bulunmas: sadece kod tasarimi ve analizi sirasinda
yapildig igin gergek zamanli ¢oziilmesi gereken bir problem
olmamasina ragmen, kiigiik tuzak kiimelerinin hizli bir sekilde
bulunmasi1 diger algoritmalar icerisinde kullanilabilmesine
imkan tanimasi agisindan onem teskil etmektedir.

En kiiciik tuzak kiimesine ait kritik sayiyr bulmak igin
Tanner’in sdzde-dolanir matrislerini temel alarak olusturdugu

LDPC kodlari kullanilmigtir, [8]. Tanner (155,64) kodu icin en
kiiciik tuzak kiimesinin boyutu ve ilgili tuzak kiimesine ait olan
kritik say1 5 olarak bulunmustur. Diger boyutu 5 olan tuzak
kiimeleri arastirildiginda, kritik sayisi 2 olan bir tuzak kiimesi
elde edilmektedir. Sekil 2°deki tuzak kiimesi, Tanner (155,64)
kodu i¢in bulunan en kii¢iik boyutlu ve en kiiciik kritik sayiya
sahip olan tuzak kiimesidir.

5. SONUCLAR

Biitiin kod ¢oziicii tiirleri i¢in bir LDPC koda ait olan en kiigiik
tuzak kiimesi, gelistirdigimiz tam sayr programlama modeli
kullanilarak basartyla bulunmustur. En kiiciik tuzak kiimesi
bulunduktan sonra tuzak kiimesi bir ¢esit kaplama metodu ile
ortadan kaldirilabilir, [4]. Olusturulan yeni LDPC kodunun en
kiiciik tuzak kiimeleri de aymi yontemle bulunarak ortadan
kaldirabilir. Sonu¢ olarak, istenilen hata tabani degerine
ulagilincaya kadar en kiiciik tuzak kiimeleri yok edilebilir.
Ayrica, kritik say1 hesaba katilarak bu iglem daha verimli bir
sekilde uygulanabilir. En kii¢iik kritik say1ya ait kiiciik boyutlu
tuzak kiimelerinin bulunmas: ve yok edilmesi, hata tabanini
daha diisiik degerlere cekecektir. Bundan sonraki caligmalar
da en kiiciik kritik sayiya ait en kii¢iik tuzak kiimelerinin
bulunmas yoniinde olacaktir.
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